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KURZFASSUNG
Graphen lassen sich für eine Vielzahl von Problembeschreibungen
und deren Lösung einsetzen. In diesem Paper wird der Schwer-
punkt auf Flüssen in Netzwerken liegen. Eines der in diesem Kon-
text auftretenden Probleme ist die Bestimmung des maximal mög-
lichen Flusses in einem Netzwerk. Diese Herleitung wird im Fol-
genden Schritt für Schritt dargelegt. Ziel dieser Arbeit ist es zu
zeigen, dass eine starke Dualität zwischen dem Schnitt des Netz-
werkes mit der kleinsten Kapazität und dem maximal möglichen
Fluss existiert. Somit können beide Optimierungsprobleme heran-
gezogen werden, um den maximalen Fluss zu berechnen.
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1. EINLEITUNG
Problembeschreibungen in Graphen lassen sich generell in zwei
Kategorien unterteilen: Maximierungsprobleme und Minimierungs-
probleme. Ziel dieses Papers ist es, die Dualität dieser beiden
Problemarten am Beispiel des maximal möglichen Flusses aufzu-
zeigen. Somit soll gezeigt werden, dass der minimale Schnitt eines
Netzwerkes dem maximale Fluss entspricht.
Um dies zu beweisen, ist es notwendig zuerst die Grundbegri↵e
und deren mathematische Herleitung zu erklären, um anschließend
diese Dualität mit einem Ringbeweis zu belegen. Darüber hinaus
wird ein Überlick über mögliche Transformationen von Problemen
zur Vereinfachung gegeben.

2. DEFINITION NETZWERK
Hinführend hierfür werden im Folgenden die wichtigsten Begri↵e
eingeführt und kurz erklärt, damit ein gemeinsames Verständnis der
verwendeten Begri↵e gescha↵en werden kann.

2.1 Der Graph
Um den Beweis der Dualität führen zu können wird ein Netzwerk
als N = (G, c, q, s) definiert. Hierbei ist G ein endlich gerichteter
Graph G = (V, E) mit den Knoten v 2 V(G), wobei die Knoten
q 2 V die Quelle und s 2 V die Senke des Netzwerks darstellen.
Jede gerichtete Kante e 2 E(G) verbindet zwei Knoten miteinan-
der. Jede gerichtete Kante e = (v,w), wobei v,w 2 V(G), besitzt
eine maximale Kapazität c(v,w) > 0. Da die Kapazität jeder Kante
c(e) > 0 ist folgt:

Definition 2.1:
Die Gesamtkapazität eines Graphen ist > 0.

P
e2E(G)

c(e)>0 ) c(G)! R+

2.2 Fluss
Über jede Kante e(v,w) im Graphen kann ein Fluss f (v,w) fließen.
Dieser Fluss muss aufgrund der gerichteten Kante positiver Natur
sein. Es ist jedoch möglich, dass eine Kante keinen Fluss besitzt.
Somit gilt:

Definition 2.2:
Der Gesamtfluss in einem Graphen ist � 0.

P
e2E(G)

f (e) � 0 ) f (G)! R+0

Nun führen wir die unter 2.1 definierte Kapazität mit der gerade
definierten Flussmenge zusammen und definieren Folgendes:

Definition 2.3: Kapazitätskonformität
Der Fluss über eine Kante kann nicht größer sein, als die Kapazität
der Kante.

8(v,w) 2 E(G) : f (v,w)  c(v,w) (I)

Der Vollständigkeit halber wird ebenfalls Folgendes für jede nicht
existierende Kante definiert:

(v,w) < E(G) : f (v,w), c(v,w) = 0

Der Fluss einer Kante f (e) wird über eine Rückkante �e abgebildet.
Für die Rückkante gilt:

 �e (w, v) = f (v,w) : f (e) > 0

Da die Knoten des Graphen über Kanten verbunden sind, soll nun
definiert werden wie sich Knoten in einem Netzwerk verhalten.
Hierzu sind folgende Grundannahmen zu tre↵en, die für die Knoten
v 2 V(G) \ {q, s} des Graphen gelten:
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1. Knoten verbrauchen keine Ressourcen.
2. Knoten vermehren keine Ressourcen.
3. Knoten haben keine Möglichkeit Ressourcen zu speichern.

Daraus kann man ableiten, dass der Fluss in einen Knoten dem
Fluss aus einem Knoten entsprechen muss. Formal definieren wir
nun folgendes:

�+als den Fluss in einen Knoten:

�+(v) B {e = (w, v) 2 E | w 2 V}

�� als den Fluss aus einem Knoten:

��(v) B {e = (v,w) 2 E | w 2 V}

Definition 2.4: Flusserhaltungsbedingung
Der Fluss in einen Knoten entspricht dem Fluss aus einem Knoten,
wobei die Quelle und die Senke ausgenommen sind.

8v 2 V(G) \ {q, s} :
X

(w,v)2�+(v)

f (w, v) =
X

(v,w)2��(v)

f (v,w) (II)

Die Quelle und Senke nehmen in einem endlichen Graphen ei-
ne Sonderrolle ein, da die Flusserhaltung für diese nicht gilt. Der
Grund hierfür ist, dass es keine Zirkulation zwischen der Senke
und der Quelle gibt. Betrachtet man nun die Senke eines Graphen,
so gilt für diese folgendes:

�+(s) =
P

(v,s)2E(G)
f (v, s)

��(s) = 0

Es besteht somit ein Überschuss in der Senke. Dieser Überschuss
wird als Exzess definiert:

Definition 2.5:
Der Exzess eines Knotens entspricht dem Überschuss des Flusses
in diesem.

vexz = �+(v) � ��(v)

2.3 Residualkapazität
Wenn die Kapazität einer Kante noch nicht gesättigt ist, dies be-
deutet dass c(e) � f (e) > 0 ist, so bezeichnet man diese Kante als
augmentierend. Sie besitzt folglich noch weitere Restkapazitäten
die aufgenommen werden können [10].

Allgemein kann man diese Restkapazitäten oder Residualkapazitä-
ten über eine Rückkante  �e = (w, v) : f (v,w) > 0 als  �e (w, v) =
f (v,w) darstellen.

Definition 2.6:
Die Residualkapazität einer Kante entspricht der möglichen Flus-
serweiterung über diese unter Beachtung von (I) und (II)

c f (v,w) = c(v,w) � f (v,w) + f (w, v)

2.4 Pfad
Ein Pfad P(G) von der Quelle q zur Senke s beschreibt eine Menge
von Kanten, die aneinandergereiht eine der möglichen Verbindun-
gen p(q, s) darstellen. Somit gilt: p(q, s) 2 P(q, s). Für Pfade gelten
die selben Bedingungen in Bezug auf die Kapazität und den Fluss,
wie für die singulär enthaltenen Kanten dieses Pfades. Somit darf
der Fluss über einen Pfad nicht größer sein, als die kleinste Kapa-
zität der beinhalteten Kanten. Also gilt:

max f (p)  min c(v,w) 2 p(q, s)

2.5 Schnitt
Als letzter grundlegender Bestandteil wird nun der Schnitt eines
Netzwerks definiert. Ein (q,s)-Schnitt a(G) eines Graphen G =
(V, E) teilt diesen in zwei Partitionen (Q,Q � S ). Es wird festge-
legt, dass q 2 Q und s 2 S sei. Ein Graph besitzt hierdurch eine
endliche Anzahl an möglichen Schnitten A(G).

Definition 2.7:
Ein Schnitt a(G) teilt einen Graphen in zwei Partitionen. Diese sind
definiert durch (1.) die Knoten der Partitionen und (2.) durch die
durchtrennten Kanten des Schnitts [10]:

1. Va(Q, S ) : Q [ S = V(G) ^ Q \ S = ;
2. Ea = {(v,w) 2 E | v 2 Q,w 2 S }

Die Kapazität eines Schnitts a(G) bestimmt sich folglich aus der
Summe der Kapazitäten der durchtrennten Kanten.

ca =
P

v2S^w2Q
c(v,w)

Analog kann man den Fluss eines Schnitts wie folgend definieren:

fa =
P

v2S^w2Q
f (v,w)

Da die Kapazitätskonformität (Definition 2.3) auch hier ihre Gül-
tigkeit behält, darf auch der Fluss eines Schnittes nicht größer sein
als seine Kapazität.

8a 2 A : fa  ca

Final kann nun gesagt werden, dass beide Schnitte mit der minima-
len Knotenmenge Q ⇢ V(G) \ {s} oder S ⇢ V(G) \ {q} auf jeden
Fall den Fluss im Netzwerk besitzen.

Somit gelten folgende Annahmen:

f (G) =
X

9(q,v)2E(G)

f (q, v) = | qexz |

= f (Q)

=
X

9(v,s)2E(G)

f (v, s) = sexz

= f (S )
 ca
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3. MAXIMALER FLUSS
Durch die bisher gezeigten Grundannahmen lässt sich bereits Fol-
gendes zur Bestimmung des maximalen Flusses, in Form eines
schwach dualen Problems, heranziehen:

max f (G)  min ca(G)

Ziel ist es jedoch den maximal Fluss nicht als Näherungswert zu
bestimmen, sondern diesen exakt zu berechnen. Hierfür kann ein
einfacher Ringbeweis genutzt werden. Wenn man folgende Annah-
men hierzu heranzieht [2]:

Annahmen 3.1:
Folgende Aussagen sind äquivalent.

1. Es gibt im Netzwerk N einen maximalen Fluss f .
2. Es gibt im Residualnetzwerk Nf keinen augmentierenden Pfad.
3. Der Fluss des minimalen fa(Q, S ) entspricht dem maximalen
Fluss f (G) = fa(Q, S )

Beweis 3.2:
(1)) (2) :
Wenn es in dem Residualgraphen G f einen augmentierenden Pfad
gibt, so ist der Fluss in diesem Residualgraphen nicht maximal, da
f = f + f (G f ). Dies widerspricht der 1. Annahme, dass der Fluss
maximal ist.
(2)) (3) :
Wenn es in einem Residualgraphen keinen augmentierenden Pfad
mehr gibt, so existiert ein natürlicher Schnitt in diesem Graphen,
der die Quelle und die Senke voneinander trennt.Gekennzeichnet
werden die Partitionen durch die gesättigten Kanten.Vergleiche De-

finition 2.7 Punkt 2. Somit können folgende Annahmen getätigt
werden: Der Fluss in diesem natürlichen Schnitt muss der Kapazität
dieses Schnitts entsprechen. Formal: f (G) = fa(Q, S ) = ca(Q, S ).
(3)) (1):
Da der Fluss in jedem Schnitt fa durch die jeweilige Kapazität ca

nach oben begrenzt ist, muss in mindestens einem Schnitt die Kapa-
zität gleich dem maximalen Fluss sein, da es sonst kein maximaler
Fluss wäre, da eine Erhöhung des Flusses möglich ist.

Dieser geführte Beweis ist der Beleg des min-cut max-flow Theo-
rems. Dieses besagt, dass der maximal mögliche Fluss durch einen
Graphen dem minimalen Schnitt entspricht.

Definition 2.8 Min-cut max-Flow:
Der maximale Fluss in einem Graphen entspricht der minimalen
Kapazität der möglichen Schnitte des Graphen

min ca(G) = max f (G)

Hierzu gilt jedoch anzumerken, dass es auch mehrere minimale
Schnitte in einem Graphen geben kann und somit der maximale
Fluss einem minimalen Schnitt entspricht.

4. FORD-FULKERSON ALGORITHMUS
Diese drei Annahmen macht sich der Ford-Fulkerson-Algorithmus
zu nutze. Entwickelt wurde dieser 1956 von L.R. Ford und D.R.
Fulkerson [3]. Der Algorithmus terminiert nach endlich vielen
Schritten unter der Bedingung, dass die Kapazitäten der Kanten
keine irrationalen Zahlen sind. Falls dies der Fall ist, kann es sein,
dass der Algorithmus nicht terminiert. Folgende Annahmen sind
aus den Artikeln [4][3] und dem Buch [5] entnommen.

4.1 Formale Beschreibung
Der beschriebene Algorithmus ist ein iteratives Verfahren, um den
maximalen Fluss in einem Netzwerk zu bestimmen. Hierfür wird
folgender Ablauf verwendet:

Initialisierung: Setze alle Flüsse der Kanten auf ein gültiges Mini-
mum zurück.

) f (e) = 0 für alle e 2 E(G)

Solange es augmentierende Pfade von q nach s gibt:

1. Wähle einen beliebigen Pfad p(q, s) wobei: e(p) 2 E(G)
2. Bestimme die minimale Residualkapazität  aller e(p)
 := min{c f (e) | e 2 p}
3.1 Für alle e 2 p : f (e) = f (e) + 
3.2 Für alle �e 2 p : f (e) = f (e) � 

Eine wichtige Eigenschaft dieses Algotithmus ist es, dass das Er-
gebnis des maximalen Fluss deterministisch ist. Jedoch kann der
gefundene minimale Schnitt unter der Vorraussetzung mehrere Schnit-
te mit der selben minimale Kapazität variieren. In diesem Fall hängt
der gefundene minimale Schnitt von den gewählten Pfaden ab. So-
mit eignet sich der originäre Algorithmus nur dazu, den maximalen
Fluss eines Netzwerks zu bestimmen.

4.2 Beispiel

















 










Abbildung 1: Basisgraph

Nun wird der Ford-Fulkerson Algorithmus an einem Beispiel (Ab-
bildung 1) gezeigt.
Der Formalität halber wird vor der Quelle q eine virtuelle Super-
quelle + eingeführt. Diese dient dazu in der Tableaudarstellung den
Knoten q korrekt abbilden zu können. Ein weiterer Grund Super-
quellen einzuführen wird in Kapitel 5.1.3 aufgeführt.
Es gilt für +:

c(+, q) = 1
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In der Tableaudarstellung (Tabelle 1) wird folgende Notation ver-
wendet:
Es sind unter V(G) alle realen Knoten des Graphen abgebildet.
Für jede Iteration wird eine neue Spalte erzeugt. Diese bildet den
gewählten Pfad ab.
Wenn ein Knoten auf dem gewählten Pfad liegt, wird bei diesem
der Vorgängerknoten mit der Residualkapazität der verbindenden
Kante eingetragen.

(Vorgängerknoten, Residualkapazität der Kante)

Anschließend wird die kleinste Residualkapazität gewählt und die
Residualkapazitäten aller Kanten 2 p um diesen Fluss verringert.
Zuletzt werden die entsprechenden Rückkanten in den Graphen
eingetragen. Zu sehen ist dies exemplarisch an Abbildung 2, welche
den Zustand des Graphen nach der ersten Iteration zeigt.

Tabelle 1: Tableau Ford-Fulkerson-Algorithmus

V(G) Initialisierung 1.Schritt 2.Schritt 3.Schritt 4.Schritt
q (+,1) (+,1) (+,1) (+,1) -
v1 (q+, 0) (q+, 20) - (q+, 8) -
v2 (q+, 0) - (q+, 18) - (q+, 13)
v3 (v+1 , 0)(v+2 , 0) (v+1 , 12) - - (v+2 , 9)
v4 (v+2 , 0)(v+1 , 0) - (v+2 , 5) (v+1 , 10) -
s (v+3 , 0)(v+4 , 0) (v+3 22) (v+4 , 16) (v+4 , 11) (v+3 10)
� - 12 5 8 9
⌃ 0 12 17 25 34














 

















Abbildung 2: Zustand nach 1. Iteration

Initialisierung

Alle Flüsse werden mit einem gültigen Startfluss initialisiert. In
diesem Fall ist 0 der gewählte Startfluss.

1. Iteration

Es wird ein beliebiger Pfad p(Q,S) gewählt.
p1(q, s) = (q, v1), (v1, v3), (v3, s)
Die kleinste Residualkapazizät in p1 ist auf der Kante e(v1, v3) mit
12 Einheiten. Wie auf Abbildung 2 zu sehen ist, wurden alle Resi-
dualkapazitäten um 12 Einheiten verringert und die entsprechenden
Rückkanten eingetragen. Die Kante e(v1, v3) ist somit saturiert und
fällt weg.

2. Iteration

p2(q, s) = (q, v2), (v2, v4), (v4, s)
min c(p2) = c(v2, v4) = 5














 




















Abbildung 3: Zustand nach 2. Iteration

3. Iteration

p3(q, s) = (q, v1), (v1, v4), (v4, s)
min c(p3) = c(q, v1) = 8












 























Abbildung 4: Zustand nach 3. Iteration

4. Iteration

p4(q, s) = (q, v2), (v2, v3), (v3, s)
min c(p3) = c(v2, v3) = 9












 























Abbildung 5: Zustand nach 4. Iteration mit gefundenem minimalen
Schnitt

Bei Betrachtung der Abbildung 5 ist erkennbar, dass es keinen wei-
teren augmentierenden Pfad von der Quelle zur Senke mehr gibt.
Der Algorithmus terminiert nun und hat den maximalen Fluss von
34 Einheiten erreicht. Durch die eingetragenen Rückkanten ist eben-
falls der minimale Schnitt klar erkennbar.

In diesem Fall umfasst der minimale Schnitt:

Q = {q, v2} , S = {v1.v3, v4, s}
Ea = {(v,w) 2 E | v 2 Q,w 2 S }

f (G) = f (Ea) =
P

e2Ea

f (e) =
P

e2Ea

c(e) = min ca(Q, S ) = 34
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5. GRENZEN UND LÖSUNGSANSATZ
Die Herleitungen und Definitionen wurden bis jetzt bewusst sehr
allgemein gehalten, damit ein breiteres Anwendungsgebiet abge-
deckt werden kann. Jedoch liegen in der Realität Problemstellun-
gen meist nicht in den vorrausgesetzten Formaten vor.

5.1 Transformationen
Um real auftretende Problemstellungen nun auf diese Verallgemei-
nerungen zu überführen kann man folgende Transformationen ver-
wenden.

5.1.1. Ungerichtete Kanten

Unter "2.1 Der Graph" wurde ein Graph als gerichtet definiert. Dies
bedeutet, dass jede Kante eine Flussrichtung besitzen muss. Falls
ein Graph jedoch ungerichtet ist, können die Definitionen nicht oh-
ne weiteres übernommen werden. Um die mathematischen Bewei-
se in der einfacheren Form weiternutzen zu können, kann man ei-
ne ungerichtete Kante in eine gerichtete Kante überführen. Dies
ist auf Abbildung 6 zu sehen. Die Residualkapazitäten der gerich-
teten Kanten c f gerichtet(v1, v2),c(v2,v1) verhalten sich zur Kapazität
der ungerichteten Kante c f ungerichtet{v1, v2}:

c f ungerichtet(e) = c(eungerichtet) �
P

e2Egerichtet

f (e)

 


 




Abbildung 6: Transformation ungerichtete Kante

5.1.2. Kapazitätsbegrenzte Knoten

Falls ein Knoten eine Kapazitätsbegrenzung aufweist, kann dies ge-
löst werden indem der Knoten v in zwei Knoten vin und vout über-
führt wird und für die Kapazität gilt, dass [8]:

c(v) = c(vin, vout)

Dies wird in Abbildung 7 veranschaulicht.










Abbildung 7: Transformation kapazitätsbeschränkter Knoten

5.1.3. Mehrere Quellen und Senken

Ebenso kommt es vor, dass es in einem Netzwerk mehrere Quellen
und/oder Senken gibt (Abbildung 8).

Diese Problematik kann bei einem homogenen Fluss gelöst werden,
indem man eine Superquelle ”+ ”, welche bei den Quellen als Vor-
gängerknoten ergänzt wird, oder eine Supersenke "�" hinzufügt,
welche jeweils die Senken als nachfolgender Knoten erweitert. Die
Kapazitäten der neuen Kanten werden auf1 gesetzt (Abbildung 9).















Abbildung 8: Netzwerk mit multiplen Quellen und Senken















 












Abbildung 9: Superquellen und Supersenken

5.2 Anwendbarkeit
Die bis hier vorgestellten Methoden lassen sich bisher nur bedingt
in der Netzwerktechnik einsetzen. Die meisten Routingprotokol-
le unterstützen momentan nur solche Methoden, die entweder den
kürzesten oder den schnellsten Pfad suchen. Ein Routing über ver-
schiedene Pfade führt, vorallem bei unterschiedlichen Delays der
verschiedenen Pfade, zu Problemen, da die Reihenfolge der ankom-
menden Pakete von entscheidender Wichtigkeit ist.

Eine weitere Grenze der bisherigen Anwendung ist folgender Fall
(Abbildung 10), in dem es konkurrierende Ströme gibt:
In einem Netzwerk gibt es zwei Quellen qA und qB wobei der Index
bestimmt, welches Gut von der jeweiligen Quelle verschickt wird.
Dazu gibt es zwei Senken die beide Güter benötigen.
Wie zu sehen ist, ist dieses Problem mit den bisherigen Mitteln
nicht lösbar, da die Kante (v1, v2) die Engstelle darstellt. Unter der
Annahme der Flusserhaltung kann der Knoten v1 nur A oder B er-
halten und somit wird eine der Senken nicht mit beiden Gütern ver-
sorgt.

Den Lösungsansatz zu diesem Problem bezeichnet man als Netz-
werkcodierung [6].
Hierbei werden zuerst die Flüsse aus den Quellen als Informationen
interpretiert. Dazu erhalten Knoten die Fähigkeit Informationen zu
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Abbildung 10: Konkurrierende Ströme

codieren und decodieren. In diesem Beispiel ist es der Knoten v1,
der beide Informationen mittels eines XOR Befehls zu A � B co-
dieren kann.
Die Flusserhaltung ist in diesem Fall gegeben, da A und B in den
Knoten fließen und A�B den Knoten verlässt. Somit sind beide In-
formationsflüsse gewährleistet. Die Senken können nun die ihnen
fehlende Information aus dem A�B mittels der ihnen vorliegenden
nicht codierten Information wieder extrahieren. Das gelöste Pro-
blem ist in Abbildung 11 zu sehen.











 



















Abbildung 11: Konkurrierende Ströme

6. ZUSAMMENFASSUNG
Zusammenfassend kann man sagen, dass es theoretisch möglich ist
den maximalen Fluss in einem Netzwerk zu bestimmen. In der Pra-
xis wird dies auch zum Beispiel in der Logistik und bei homogenen
Gütern wie Strom oder Wasser genutzt, um eine bestehende Infra-
struktur so e�zient wie möglich zu nutzen oder mit minimalem
Aufwand zu erweitern.

In der Informationstechnologie liegen meist andere Anforderungen
vor, die erfüllt werden müssen. Dies führt dazu, dass die aktuellen
Standards mit den jetzigen technischen Anforderungen nicht ver-
suchen den maximal möglichen Fluss zu finden. Der Grund hier-
für ist, dass die Verwendung mehrere Pfade relativ problematisch
ist, da es zu Auflösungsproblemen kommen kann. Ebenso erfor-
dern die meisten Standards das Pakete in geordneter Reihenfolge
ankommen. Würde man nun verschiedene Pfade mit unterschiedli-
chen Delays nutzen, wäre ein Rechenmehraufwand notwendig um
die Pakete zu pu↵ern, sie zu ordnen und vor allem wäre die Feh-
lerkorrektur erheblich aufwendiger. Da aber die Rechenkapazitäten
sehr schnell wachsen ist es abzuwarten, wie sich die verwendeten
Protokolle in Zukunft entwickeln werden.
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